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SUR L'APPLICATION 



FONCTIONS ELLIPTIQUES 



CALCUL DES PERTURBATIONS PLANETAIRES 



INTRODUCTION ANALYTIQUE 

C'est en quittant le champ de l'algèbre et presque au début 
de l'analyse intégrale, que l'on rencontre plusieurs espèces de 
fonetions auxquelles on a donné le nom de fonctions ellip- 
tiques ou de transcendantes elliptiques. Ces fonctions jouent 
un rôle important dans toutes les questions qui se rat- 
tachent à l'Analyse, à la Mécanique et à l'Astronomie. Nous 
allons, dans ce Paragraphe, exposer les principales propriétés 
de ces fonctions et faire connaître l'application qu'on peut 
en faire au développement de la fonction perturbatrice dans 
le cas des Planètes. 

Considérons, en particulier, la fonction analytique 

Pdx 



v'a -j- ftic -f- ex" ■+- dx^ -\- ex*. 

Cette fonction, qui est rationnelle, a été l'objet des travaux 
d'Ealer, de Lagrange et de Legendre. 
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8 SUR L APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

Nous désignerons, désormais, par P ane fonction ration' 
nelle quelconque de x et par R le radical 



Vo+ ôic-|- ... -f ex*. 

Comme ce radical est constant, on pourra toujours donner 
à P une infinité de valeurs différentes sans qu'il en résulte 
pour cela un pareil nombre de fonctions correspondantes. 

Représentons maintenant par V (x) dœ une différentielle 
dans laquelle ¥ {x) est une fonction rationnelle quelconque 
de X et de 



fonction que nous avons désignée par R. 

Il sera toujours possible, comme Legendre l'a montré, de 
ramener cette fonction à dépendre simplement de 

?dx 
R ■ 

Par des approximations successives, on pourra encore ré- 
duire l'intégrale 

f?dx 
R 



/^ 



aune partie algébrique plus une ou plusieurs transcendantes 
de même forme et de même nature. 

Ces transcendantes sont toutes comprises sous la forme 
générale 

Çk' 4- B' sin' ip dii 



fi 



C' + D'sin^<p^l_(.s ain> 



A', B', C et D' étant des coefficients constants, réels ou imagi- 
naires. 
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AU CALCUL DES PEHTOR BATIONS PLANÉTAIHE3 9 

Ceci exige une démonstration ou, tout au moins, des éclair- 
cissements que nous allons donner. 
Revenons à la différentielle 

Prix 
^a -\- bx -\- cx^ -{- ... 

qui se ramène aux intégrales 



R' J K. 



et à d'autres de même espèce. 
Le radical R étant 



il est clair que l'expression -tt- se réduira à la forme 



v/l -c»8inïç 
en faisant pw ^ sin » et ^ ^ e, lorsque p* et q^ auront le 

signe négatif, et pw = tang ç, *- — ^-*- =: c*, ioreque ce signe 
sera positif; p et ^ sont deux coefficients indéterminés. 
Par là, il est facile de voir que les différentielles intégrales 

p-) etc., que nous avons à considérer sont toutes comprises 
dans la formule générale 



!■■ 



/i 



A -{- B sin' y _ df 

C~i-D sin' ç <^i — c» sjn' <f 

il est aisé de s'en assurer, peut 
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40 SUR L APPLICATION DES FONCTIONS GLLIPTIQCES 

se décomposer de la manière suivante : 



^h 



+ W I df \/l — c* sin'ç, 



+ * 



Les trois termes renfermés dans cette expression repré- 
sentent respectivement les fonctions elliptiques ou trans- 
cendantes de première, seconde et troisième espèce. On les 
a appelées ainsi parce que les intégrales de ces fonctions 
s'expriment par des arcs d'ellipse ou d'hyperbole. Toutes 
ces transcendantes sont, du reste, comprises dans la formule 



/' 



Pda: 



OÙ P désigne toujours une fonction rationnelle de 1:1: et H un 
polynôme en œ du quatrième degré. 

On désigne ordinairement ces fonctions par les notations 
symboliques 

et l'on écrit 

F {£-.?)= f '^y 

J \/i — c^sin^if 
E (c, tp) = fd<f v'i — c* sin* f, 

n (c, a, ,] = f ''y . , 

J i -\- a sin* 9 yl — c* sin^ f 
ces intégrales sont censées s'évanouir quand f ^ o. 
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En posant 

yl — c^ sin*ç ^ A, 

on aura, sous une forme abrégée, 

n (c, a, ?) = r ^'^t. , A. 

L'arc <p est ce que l'on nomme l'amplitude de la fonction 
elliptique. Cet arc mesure, en effet, les variations de Iti fonc- 
tion dans toute son étendue. La constante c, qui est toujours 
plus petite que l'unité, s'appelle le module de la fonction. 
Quant à la constante a, qui n'entre que dans la fonction ellip- 
tique de troisième espèce n (c, a, ç), on l'appelle le para- 
métre. Cette constante peut être positive ou négative, réelle 
ou imaginaire. 

Lorsque les intégrales on fonctions transcendantes repré- 
sentées par les symboles respectifs : 

E (c, f) et n (c, a, <f} 

sont prises entre les limites ip = o et qi =: - n, n désignant 

le rapport de la circonférence au diamètre, on dit que ces 
fonctions sont complètes, et pour les distinguer des autres 
fonctions du même (^enre, on omet, dans l'écriture, la 
variable ç, en aorte que, dans ce cas particulier, les nota- 
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12 SDR LAPPLICATIOK DES FONCTIONS ELLIPTtQDES 

tîons de nos trois fonctions sont : 

P{c), E{c), n (c,a). 

Si l'on fait, pour abréger, \/l — c' = ô, on a 6^ -|-"c- = 1, 
et b est ce que l'on nomme le complément du module c'. 

Lea fonctions elliptiques de première espèce, qui sont les 
plus simples, jouissent de propriétés qui ont une connexion 
bien marquée avec les fonctions logarithmiques et trîgono- 
métriques. 

Quant aux fonctions de la seconde espèce, elles com- 
prennent des arcs mesurés sur l'ellipse et l'hyperbole. 
Leurs propriétés sont analogues à celles des fonctions de 
première espèce, mais elles sont moins simples et moins 
générales que ces dernières. La fonction de seconde 
espèce E (c, f) représente, comme on sait, un arc d'ellipse. 



Deux grands géomètres, d'Âlembert et Maclaurin, sont les premiers 
qui se soient occupés des intégrales qui s'eiprimenl par des arcs 
d'ellipse ou d'hyperbole. Le);endre et Lagrange ont donné, de ces [onc- 
tions particulières, une théorie très étendue. 

Plus tard, Euler fit une découvertâ importante dans la théorie des 
fonctions elliptiques. En comparant les arcs d'une même ellipse à ceux 
d'une même hyperbole, ce géomètre reconnut que les différentes trans- 
cendantes que l'on avait à considérer pouvaient toujours être représen- 
tées par deux arcs d'ellipse ou d'hyperbole. 

Enfin en 1780, John Lenden, savant géomètre anglais, démontra que 
tout arc d'hyperbole pouvait être représenté par deux arcs d'ellipse. 

Tel était à peu près l'état de l'analyse intégrale à cette époque, 
lorsque Legendre entreprit de perfectionner, par des méthodes nou- 
velles, la théorie des fonctions elliptiques, et il y réussit pleinement. 
Le premier Mémoire qu'il publia sur ce sujet est intitulé : Mémoire sur 
la théorie des fonctions ellipUques; il est daté de 1193. Quelques années 
après, ce grand géomètre fit paraître son Trailédes fondions elliptiques 
en 3 volumes in-1*, l'un des plus beaux monuments que le génie de 
l'homme pouvait concevoir. 
- On doit encore regarder Legendre comme le créatsurd'uue théorie à 
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AU CALCUL DES PBBTURBATIONa PLAHÉTAIREB 13 

laquelle il a donné le nom de théorie des fonctions wllra-ellipliques. 
Ces fonctions sont intimement liées aux fonctions elliptiques ordinaires 
et jouissent de propriétés analogues. Elles comprennent un nombre 
indéfini de classes qui se divisent, chacune, en trois espèces de fonctions : 
les toactioM uUi'a-eltiptiquei àe première, seconde et (i-oiïième espèce. 
Leur réunion conslitue une des branches tes plus importantes de la 
théorie des Iranscendantes. 

L'illustre Jacobi a traité aussi tous un jour tout nouveau de la théorie 
des fonctions elliptiques. Le Mémoire célèbre qui contient ses recherches 
est intitulé « Fondamenta novx Iheorix fonctionum etliplicorum » 
(Hegiomonti, 1829). 

Il faut citer encore Ab«l, savant géomètre suédois, dont les beaux 
travaux ont enrichi presque toutes les branches de l'analyse mathé- 
matique. Ses recherches se b'ouïent dans tes deux volumes in-4* qui 
composent ses œuvres, et dans différents recueils. 



APPLICATION DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES 
AC CALCDL DES PERTURBATIONS PLANETAIRES 



On peut exprimer par des transcendanteB elliptiques les 
coefficients b'^\ ô'|' qui sont les valeurs de 31"" et de A"> 

pour H- ^= 5 (^oyez notre Traité d! Astronomie iMorique). 
On a, d'après l'équation (1), rapportée dans cet Ouvrage : 

i ~ "J 0'5 V V(i-2*co8,4-«»)' 

■ï "7 0'7 V v'Il-Sctcos <. + :.») 

Soit a une nouvelle variable liée à a par la relation 
(1) 3in(y-f-a) = asinç; 
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14 SDH l'application DBS FONCTIONS ELLIPTIQCES 



on aura, en faisant, pour abréger, A — yl — «' sin'f , 

(2) oos (? + ») = A, 

et de ces deux équations on déduira par la différentiation 

d<s = -^ {n COStp — A). 

On « d'ailleurs 

coso = coB(a + ç — ») = A cosif + * sin*ç, 

en sorte que 

©' ^ 1 ~ 2i coso + a» = 1 — 2«i cosf — 2** sin'ç -I- a» 
^=: 1 — 2«A C08 ç -|- 2(t* cos' f — a*. 

Mettant cette dernière expression sous la forme 

1 — 2aA costp -|- a} cos'y + a' cos^ç -|- i» „ i^ — «a, 

on en conclut 

®' = 1 — a» + *' cos^ç — A* + (a COSç — A)* 

:= 1 — a^ ain' <p — A* + (a cos » — A)*, 

c'est-à-dire, d'après la valeur de A, 

(3) \/ë^=acosip — A. 
Ainsi on a 

cos o , do . , , , df (i — A^) . , 

— ^ da = -3- a sin' o + cos tpatp = -"^ ■i ' + cos *(ts. 

^Q' A ^ ' T T i 5, T . 
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Comme les limites de la Douvelle variable f sont les mêmes, 
d'après l'équation (1), que celles de a, on peut intégrer les 
valeurs précédentes depuis (p =; o jusqu'à f=^n;el,ea remar- 
quant qu'entre ces limites l'intégrale Tcos fda est nulle, on 
obtient pour les expressions de é'J' et de i^j ' : 



1/1'='- C, •'T , 

ï ^J \^ — a' sm^ f 



Désirons maintenant par F (<x) et E {a.) les transcendantes 
ou fonctions elliptiques complètes de première et de seconde 
espèce, qui répondent à l'amplitude <f et au module a. On a, 
d'après les dé&nitions de Legendre {Traité des fonctions 

elliptiques, tome I), 



2F W 



-n 



=t 



'Vi- 
se M =f''d, V» — «' sin' f ■ 
On a donc 

i'îl = - E («), 
s ^ 

Cette méthode de déterminerles deux premiers eoenicients 
i 
du développement de @' est surtout avantageuse lorsque « 

est très peu difTérent de l'unité, car, alors, la méthode des 
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séries fournit pour ces quantités des valeurs peu exactes. 
Pour toutes les valeurs de «, il existe d'ailleurs des tables à 
l'aide desquelles on peut parvenir très rapidement aux valeurs 
numériques dea transcendantes F (a) et E (a). Cestables, cons- 
truites par Legendre, ont été publiées dans le tome II de son 
Traité des fonctions elliptiques. 
Les développements en série des quantités &"*>, et ¥*^^ 



b<«_\ = ^/^"df Vl — 2a cosif 4- <x'' 
6"_'t =/^''*^? COS 9 Vl — 2«cos*-|-a*' 

qui sont beaucoup plus convergents que ceux de J'J' et 
de à<|'p6uvent, après quelques transformations bien simples, 
être ramenés à la forme des fonctions elliptiques de première 
et de seconde espèce. 

La détermination des quantités b^^^et b'\> se trouve ainsi 
dépendre de b^^> et b'\>. 



INTHODVCTIOK DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DANS LE CALCUL 
DBS INÉGALITÉS SÉCLLAIBES ET ANNUELLES DES PETITES 
PLANÈTES. — APPLICATION A PALLAS ET A CÉkÈs. 

Nous allons maintenant faire connaître plusieurs formules 
importantes qui ont été données par Plana dans le tome X des 

Mémoires de l'Académie des Sciences de Turin, année 1849. 
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Ces formules s'expriment par des fonctions elliptiques de 
première et de seconde espèce et s'appliquent au calcul des 
inégalités séculaires et annuelles des petites planètes. 

Nous donnerons plus tard une application numérique de 
€63 formules spéciales, dans te cas de Fallas et de Cérès. 

Pour établir ces formules, nous observerons que tes coef- 
ficients qui déterminent les inégalités séculaires des Planètes 
et qui sont désignés par C et D à la page 288 du Tome 1 de 
la Mécanique céleste (nous représenterons ces coefficients 
par H et I, afin d'éviter la répétition des lettres), sont tels 
que l'on a : 

2H (1 - .>]> = -,' [4.»| - (1 + .■) S>a, 

SI (1 - .■]■ = « (. (1 + .,) S'ji - 2 (i - a' + .<)! ¥•>, 



S>|1 = l WM, .VV = l [F"l W - E"> W], 

il est clair qu'en faisant 

c = . (1 + •')*£">(.)-. Il —"J^Fi"!.), 

f = s (1 - «■ + .') l E"IW - 1 - .= (2 - .") ; F"- (.), 
on aura 

r 



expressions qui renferment les transcendantes elliptiques de 
première et de seconde espèce F<')(a) et E"' (a). 



Pd.yGoogIe 



,d,Google 



